
Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Συνεχείς - ∆ιακριτές τυχαίες µεταβλητές
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Η απεικόνιση των εκβάσεων ενός πειράµατος τύχης στην ευθεία των πραγµατικών αριθµών

οδηγεί στην τυχαία µεταβλητή.

Τα αποτελέσµατα ενός πειράµατος τύχης ορίζουν µια τυχαία µεταβλητή (random variable). 
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Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (cumulative distribution function (CDF))µίας τυχαίας

µεταβλητής X ορίζεται ως

ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ
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Ιδιότητες της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής
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Η FX(x) είναι µη φθίνουσα
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

( )f xX

x0 12

1
12

∑
=

−=
N

k
kkX xxxPxf

1

)()()( δ

( )f xX

x0

xd
xFd

xf X
X

)(
)( =

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (probability density function(PDF)) µίας τυχαίας

µεταβλητής X ορίζεται ως η παράγωγος της FX(x), δηλαδή,
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Προφανώς για κάθε i ισχύει pi ≥ 0  και

Για διακριτές τυχαίες µεταβλητές, συνηθίζεται να ορίζουµε τη συνάρτηση πιθανότητας µάζας

(probability mass function (PMF)), η οποία ορίζεται ως . όπου ..)( ii xXPp ==}{ ip

1=∑i ip
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Ιδιότητες της Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας
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Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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Μία συνάρτηση µίας τυχαίας µεταβλητής X, έστω Y=g(X),είναι επίσης µία τυχαία µεταβλητή. 

Συναρτήσεις Τυχαίων Μεταβλητών

Στην ειδική περίπτωση για την οποία, για κάθε y, η εξίσωση g(x) = y έχει αριθµήσιµο

σύνολο λύσεων { xi} και, για όλες αυτές τις λύσεις υπάρχει η παράγωγος g’(xi) και είναι µη

µηδενική τότε
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Για την οποία η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής είναι
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Παράµετροι κατανοµής τυχαίας µεταβλητής

Η κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, δύναται να
εκφραστεί είτε από την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής είτε από τη συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας.

Στη συνέχεια θα περιγραφούν οι βασικές παράµετροι της κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής. 
Οι βασικές αυτές παράµετροι της κατανοµής δίδουν µία περιληπτική περιγραφή της πιθανο-
θεωρητικής συµπεριφοράς µιας τυχαίας µεταβλητής.

Σεραφείµ Καραµπογιάς

2-8Τυχαίες Μεταβλητές



Στατιστικοί Μέσοι Όροι

Η αναµενόµενη τιµή ή µαθηµατική ελπίδα ή απλά µέση τιµή, µιας διακριτής τυχαίας

µεταβλητής X ορίζεται ως

∑ ==
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όπου είναι η συνάρτηση πιθανότητα µάζας της διακριτής τυχαίας

µεταβλητής.  Η µέση τιµή συνήθως δηλώνεται µε mX ή X.
)( ii xXPp ==

Η αναµενόµενη τιµή ή µαθηµατική ελπίδα ή απλά µέση τιµή, µιας συνεχούς τυχαίας

µεταβλητής X ορίζεται ως

∫
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όπου fX(x) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Η µέση τιµή συνήθως δηλώνεται

µε mX ή X.
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Μέση τιµή συνάρτησης τυχαίας µεταβλητής

Ας θεωρήσουµε τη τυχαία µεταβλητή Y οι τιµές της οποίας ορίζονται από την πραγµατική

συνάρτηση y = g(x), όπου x είναι οι τιµές µιας τυχαίας µεταβλητής X. 

[ ] ∑
∞

=

==≡
0

)()()()(
k

kk xXPxgXgEYE

Η µέση τιµή της διακριτής τυχαίας µεταβλητής Y = g(X) δίνεται από τη
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Η µέση τιµή της συνεχούς τυχαίας µεταβλητής Y = g(X) δίνεται από τη
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∆ιασπορά και Τυπική Απόκλιση

Η ύπαρξη κατανοµών οι οποίες έχουν την ίδια µέση τιµή και των οποίων οι τιµές είναι

περισσότερο ή λιγότερο διασπαρµένες και αποµακρυσµένες από αυτήν καθιστά αναγκαία την

εισαγωγή της διακύµανσης η οποία είναι ένα µέτρο του βαθµού συγκέντρωσης ή του βαθµού

µεταβολής της κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής.

Η διακύµανση (variance) ή η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής X είναι η µέση τιµή του

τετραγώνου της απόκλισης g(X) = (X – mX)2 της τυχαίας µεταβλητής X από τη µέση της τιµής

mX = E(X).

Η διακύµανση ή η διασπορά της X συµβολίζεται µε VAR(X) ή σ2 ή απλά σ2, και ορίζεται από
τη σχέση

X

22 )( XX mXE −=σ

Η θετική τετραγωνική ρίζα της διασποράς σX καλείται τυπική απόκλιση (standard deviation) 
της τυχαίας µεταβλητής X.
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Για τη διακύµανση έχουµε
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Χαρακτηριστική συνάρτηση τυχαίας µεταβλητής

Η χαρακτηριστική συνάρτηση µίας τυχαίας µεταβλητής X δηλώνεται ως ΨX(ν) και ορίζεται ως

∫
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ορισ.

Η χαρακτηριστική συνάρτηση τυχαίας µεταβλητής X συνδέεται µε το µετασχηµατισµό Fourier 
(διαφέρει στο πρόσηµο στον εκθετικό όρο) της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητάς της.

Η χαρακτηριστική συνάρτηση τυχαίας µεταβλητής X παρέχει ένα εύκολο τρόπο υπολογοσµού

των ροπών της τυχαίας µεταβλητής. Για να προσδιορίσουµε την n-στη ροπή της τυχαίας

µεταβλητής X, χρησιµοποιούµε τη σχέση
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Η χαρακτηριστική συνάρτηση τυχαίας µεταβλητής X είναι φραγµένη από την τιµή της στο

µηδέν
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Πολλαπλές Τυχαίες Μεταβλητές

και τη συνδυασµένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ( joint (PDF))
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Έστω X και Y δύο τυχαίες µεταβλητές. Για τις δύο αυτές τυχαίες µεταβλητές ορίζουµε τη

συνδυασµένη αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (joint (CDF)) 
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Βασικές ιδιότητες των συνδυασµένων και περιθώριων (marginal)  CDF και PDF
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Η δεσµευµένη ή υποσυνθήκη PDF της τυχαίας µεταβλητής X, υπό την προϋπόθεση ότι η τιµή
της τυχαίας µεταβλητής Y είναι ίση µε y ορίζεται ως
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Η συνάρτηση fX|Y(x|y) µπορεί να θεωρηθεί ως συνάρτηση της µεταβλητής x µε τη µεταβλητή y
αυθαίρετη αλλά σταθερή, συνεπώς ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες της συνάρτησης πυκνότητας
πιθανότητας
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∆εσµευµένη ή υποσυνθήκη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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Αν συµβαίνει η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µετά την γνωστοποίηση της Y να είναι η

ίδια µε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας πριν τη γνωστοποίηση της Y τότε οι τυχαίες

µεταβλητές ονοµάζονται στατιστικά ανεξάρτητες (statistical independent) και ισχύει

)()(),(, yfxfyxf YXYX ⋅=

)()|(| xfyxf XYX =

Αν οι τυχαίες διαδικασίες X και Y είναι στατιστικά ανεξάρτητες, τότε η έκβαση της Y δεν

επηρεάζει την κατανοµή της X. Η υποσυνθήκη πιθανότητα fX|Y(x|y) απλοποιείται στην

περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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Η αναµενόµενη τιµή της g(X, Y) δίνεται από την

Μία συνάρτηση δύο τυχαίων µεταβλητών X και Y,  g(X,Y), είναι επίσης τυχαία µεταβλητή.

Στην ειδική περίπτωση όπου g(X,Y) = X·Y, λαµβάνουµε την E[X·Y] που ονοµάζεται συσχέτιση
(correlation) των X και Yκαι συµβολίζεται µε RX,Y

[ ] ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
=⋅= dydxyxfyxYXER XYYX ),(,

Αν η συσχέτιση γράφεται ως RX,Y = E[X]·E[Y] τότε οι τυχαίες µεταβλητές λέγονται

ασυσχέτιστες (uncorrelated). Αν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι στατιστικά ανεξάρτητες

τότε είναι και ασυσχέτιστες. Το αντίθετο δεν ισχύει γενικά.

Αν η συσχέτιση γράφεται είναι ίση µε µηδέν RXY = 0 τότε οι τυχαίες µεταβλητές λέγονται

ορθογώνιες (orthogonal).
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Στην περίπτωση κατά την οποία g(X,Y) = (X – mX)·(Y – mΥ) λαµβάνουµε την

E[(X – mX)·(Y – mY)]

η οποία καλείται συµµεταβολή (covariance - COV) των X και Y , η οποία συµβολίζεται µε CX,Y

ή µε COV(X,Y) και είναι

( ) ( )[ ]
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,

αποδεικνύεται ότι CXY = RXY - E[X]·E[Y]) 

Αν οι X και Y είναι ανεξάρτητες ή ασυσχέτιστες (RXY = E[X]·E[Y]) τότε η συµµεταβολή τους
είναι ίση µε µηδέν, CXY= 0.

Αν επιπλέον µία τουλάχιστον από τις X και Y έχει µέση τιµή ίση µε µηδέν τότε η συµµεταβολή

τους είναι ίση µε µηδέν CXY = 0.
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Αν οι X και Y είναι ορθογώνιες (RXY = 0) τότε η συµµεταβολή τους είναι CXY= - E[X]·E[Y]. 



Η κανονικοποηµένη µορφή της συµµεταβολής καλείται συντελεστής συσχέτισης (correlation 

coefficient), συµβολίζεται µε ρX,Yκαι ορίζεται ως
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αποδεικνύεται ότι – 1 ≤ ρXY≤ 1
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Οι συχνότερα χρησιµοποιούµενες τυχαίες µεταβλητές είναι

Σηµαντικές Τυχαίες Μεταβλητές

Οµοιόµορφη τυχαία µεταβλητή

Η Gaussian τυχαία µεταβλητή

Bernoulli τυχαία µεταβλητή

∆ιωνυµική (Binomial) Τυχαία µεταβλητή

Poissonτυχαία µεταβλητή

Εκθετική τυχαία µεταβλητή

Rayleighτυχαία µεταβλητή
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Οµοιόµορφη Τυχαία Μεταβλητή
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Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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Οµοιόµορφη τυχαία µεταβλητή είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή που λαµβάνει τιµές

µεταξύ a και b µε ίσες πιθανότητες σε διαστήµατα τιµών που έχουν ίσα µήκη. 
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Η Gaussian Τυχαία Μεταβλητή

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι
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όπου m είναι η µέση τιµή και σ η τυπική απόκλιση
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Gaussian τυχαίας µεταβλητής
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Η συνάρτηση κατανοµής είναι
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Η συνάρτηση κατανοµής της Gaussian τυχαίας µεταβλητής
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Η συνάρτηση κατανοµής της Gaussian  τυχαίας µεταβλητής για m = 0 και σ = 1 δηλώνεται

µε Φ(x) και δίνεται από τη σχέση
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Η συνάρτηση Q του Marcum ορίζεται ως
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∆ιάφορες παρουσιάσεις του ολοκληρώµατος αυτού δίνονται σε µορφή εύχρηστων πινάκων ή

διαγραµµάτων.

0,0 5,0000e-01 2,4 8,1975e-03 4,8 7,9332e-07
0,1 4,6017e-01 2,5 6,2096e-03 4,9 4,7918e-07
0,2 4,2074e-01 2,6 4,6611e-03 5,0 2,8665e-07
0,3 3,8208e-01 2,7 3,4669e-03 5,1 1,6982e-07
0,4 3,4458e-01 2,8 2,5551e-03 5,2 9,9644e-08
0,5 3,0853e-01 2,9 1,8658e-03 5,3 5,7901e-08
0,6 2,7425e-01 3,0 1,3498e-03 5,4 3,3320e-08
0,7 2,4196e-01 3,1 9,6760e-04 5,5 1,8989e-08
0,8 2,1185e-01 3,2 6,8713e-04 5,6 1,0717e-08
0,9 1,8406e-01 3,3 4,8342e-04 5,7 5,9903e-09
1,0 1,5865e-01 3,4 3,3692e-04 5,8 3,3157e-09
1,1 1,3566e-01 3,5 2,3262e-04 5,9 1,8175e-09
1,2 1,1506e-01 3,6 1,5910e-04 6,0 9,8658e-10
1,3 9,6800e-02 3,7 1,0779e-04 6,1 5,3034e-10
1,4 8,0756e-02 3,8 7,2348e-05 6,2 2,8231e-10
1,5 6,6807e-02 3,9 4,8096e-05 6,3 1,4882e-10
1,6 5,4799e-02 4,0 3,1671e-05 6,4 7,7688e-11
1,7 4,4565e-02 4,1 2,0657e-05 6,5 4,0160e-11
1,8 3,5930e-02 4,2 1,3345e-05 6,6 2,0557e-11
1,9 2,8716e-02 4,3 8,5398e-06 6,7 1,0420e-11
2,0 2,2750e-02 4,4 5,4125e-06 6,8 5,2309e-12
2,1 1,7864e-02 4,5 3,3976e-06 6,9 2,6001e-12
2,2 1,3903e-02 4,6 2,1124e-06 7,0 1,2798e-12
2,3 1,0724e-02 4,7 1,3008e-06

)( yQ y yy )( yQ )( yQ
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Παρατηρούµε ότι

)(1)( xxQ Φ−= και 
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σ
mxQxXP )(
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Αυτή είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή που παίρνει δύο τιµές, το ένα και το µηδέν, µε
πιθανότητες p και 1 - p. Η τυχαία µεταβλητή Bernoulli είναι ένα καλό µοντέλο για µια

γεννήτρια δυαδικών δεδοµένων. 

BernoulliΤυχαία Μεταβλητή

Η τυχαία µεταβλητή Bernoulli χρησιµοποιείται για τη µοντελοποίηση των σφαλµάτων

καναλιού.

Όταν δυαδικά δεδοµένα µεταβιβάζονται µέσω ενός καναλιού επικοινωνίας, και µερικά bits
λαµβάνονται εσφαλµένα µπορούµε να µοντελοποιήσουµε ένα σφάλµα µε µία πρόσθεση

modulo-2 του 1 στο bit εισόδου,  µεταβάλλοντας έτσι το 0 σε 1 και το 1 σε 0. 
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Bernoulli trials
Σύνολο έχει n στοιχεία. Ο ολικός αριθµός των υποσυνόλων µε k στοιχεία είναι

)!(!
!
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k
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Παράδειγµα. Τα στοιχεία ενός συνόλου είναι a, b, c και d. Ποιος ο αριθµός των υποσυνόλων
µε δύο στοιχεία;

Έχουµε n = 4 και k = 2,εποµένως το πλήθος των υποσυνόλων µε 2 στοιχεία είναι

6
21
34

2
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=
⋅
⋅=








Πράγµατι έχουµε τα σύνολα ab, ac, ad, bc, bdκαι cd

Το παραπάνω συµπέρασµα χρησιµοποιείται για να βρεθεί η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί

ένα γεγονός k φορές σε n ανεξάρτητες πραγµατοποιήσεις ενός πειράµατος τύχης. Το
πρόβληµα αυτό είναι βασικά το ίδιο µε το πρόβληµα να έχουµε k φορές κεφάλι σε n
στριψίµατα ενός νοµίσµατος.
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Παράδειγµα.
Αν στρίψουµε ένα νόµισµα η πιθανότητα να έχουµε κεφάλι είναι P(K) = p. 
Σχηµατίζεται µία ακολουθία από N στριψίµατα του νοµίσµατος.
Η πιθανότητα στην ακολουθία να έχουµε k φορές κεφάλι και N – k φορές γράµµατα θα

είναι λόγω της ανεξαρτησίας

kNk ppPPPKPKPKP −−=Γ⋅⋅⋅Γ⋅Γ⋅⋅⋅⋅ )1()()()()()()(

∆εδοµένου ότι οι πιθανές ακολουθίες µήκους N στις οποίες παρουσιάζονται k κεφάλια

ανεξαρτήτου θέσης είναι

)!(!
!

kNk
N

k
N

−
=








έχουµε τη πιθανότητα

( ) kNk pp
k
N

kKP −−





= )1(φορές  ακριβώςσυµβεί  να 
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∆ιωνυµική (Binomial) Τυχαία Μεταβλητή

όπου 0 < p < 1, και n = 1, 2, … .

Αυτή είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή που δίνει το πλήθος των 1 σε µία ακολουθία από n
ανεξάρτητα πειράµατα Bernoulli. Η PMF δίνεται από
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και η αθροιστική διωνυµική συνάρτηση κατανοµής
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Αυτή η τυχαία µεταβλητή µοντελοποιεί, για παράδειγµα, τον ολικό αριθµό των bits τα οποία

λαµβάνονται εσφαλµένα όταν µια ακολουθία από n bits µεταβιβάζεται µέσα από ένα κανάλι µε
πιθανότητα σφάλµατος-bit ίση µε p.
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Η διωνυµική συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας είναι
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όπου b > 0 πραγµατική σταθερά. 

Αυτή είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή της οποίας η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

είναι

Poisson Τυχαία Μεταβλητή

Αυτή η τυχαία µεταβλητή εφαρµόζεται σε πολλές εφαρµογές συνεχούς χρόνου. Μοντελοποιεί, 
για παράδειγµα τον αριθµό των τηλεφωνικών κλήσεων που πραγµατοποιούνται σε ένα

τηλεφωνικό κέντρο κατά τη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου.

Αν το χρονικό διάστηµα ενδιαφέροντος έχει διάρκεια T, και τα γεγονότα τα οποία

καταµετρώνται πραγµατοποιούνται µε µέσο ρυθµό λ και ακολουθούν κατανοµή Poisson τότε

Tb λ=
εποµένως
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Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής
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Παράδειγµα: Υποθέτοντας ότι οι τηλεφωνικές κλήσεις σε ένα τηλεφωνικό κέντρο

ακολουθούν κατανοµή Poisson και πραγµατοποιούνται µε µέσο ρυθµό 50 κλήσεις/h. Το
τηλεφωνικό κέντρο έχει τη δυνατότητα να εξυπηρετήσει µόνο ένα συνδροµητή και κάθε

τηλεφωνική κλήση διαρκεί ένα λεπτό. Ποια είναι η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί ουρά

αναµονής στο τηλεφωνικό κέντρο;

Η ουρά αναµονής θα πραγµατοποιηθεί αν δύο ή περισσότερη συνδροµητές εκδηλώσουν

επιθυµία να πραγµατοποιήσουν κλήση σε χρονικό διάστηµα ενός λεπτού.

Η πιθανότητα πραγµατοποιηθεί ουρά αναµονής στο τηλεφωνικό κέντρο είναι ένα µείον την

πιθανότητα να έχουµε περισσότερες από µία τηλεφωνικές κλήσεις. Έχουµε λ = 50/60 
τηλεφωνικές κλήσεις / min και Τ = 1 minέτσι b =5/6 . Έχουµε λοιπόν

( )
2032,0

11

)1(1(

6
56

5

ουρά)ιηθεί πραγµατοπο

=
+−=

−=
−e

FP X

Αναµένεται λοιπόν να υπάρχει ουρά στο τηλεφωνικό κέντρο περίπου κατά το 20,32% του
χρόνου.

Σε ένα τηλεφωνικό κέντρο δηµιουργείται ουρά όταν φτάνουν τηλεφωνικές κλήσεις ενώ όλες οι

γραµµές είναι απασχοληµένες.
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Εκθετική τυχαία µεταβλητή

για πραγµατικούς αριθµούς a και b για του οποίους ισχύει –∞ < a < ∞ και b > 0.
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Για α = 0 και λ = 1/bέχουµε
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Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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Αυτή η τυχαία µεταβλητή µοντελοποιεί, για παράδειγµα τους χρόνου εξυπηρέτησης σε ένα

τηλεφωνικό κέντρο. 

Αποδεικνύεται ότι

λ
1][ =XE 2

1][Var
λ

=X

Η εκθετική συνάρτηση είναι η µοναδική συνάρτηση µε έλλειψη µνήµης, δηλαδή, ικανοποιεί τη

( ) ( )sXPtXtsXP >=>+> | για κάθε sκαι t > 0

Επίσης η τυχαία µεταβλητή µοντελοποιεί, τη διακύµανση της ισχύος του σήµατος που

λαµβάνει το radar για τους διάφορους τύπους αεροσκαφών.

Αν τυχαία µεταβλητή X παριστάνει το χρόνο µεταξύ δύο διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων, 
ακολουθεί εκθετική κατανοµή και θεωρήσουµε ότι µία κλήση έφτασε τη χρονική στιγµή t = 0 
τότε η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου µέχρι την επόµενη κλήση θα είναι

t
X etf λλ −=)(
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Παράδειγµα: 
Η ισχύς που ανακλάται από αεροσκάφος σύνθετης µορφής και η οποία λαµβάνεται από

διάταξη radar µοντελοποιείται από εκθετική τυχαία µεταβλητή P. Η συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας είναι, 


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>=
−

0,0

0,1
)(

0

0

p

pe
Ppf

P
p

P

όπου P0 είναι η µέση τιµή της λαµβανοµένης ισχύος. 

Αναµένεται λοιπόν η µέση ισχύς να είναι µεγαλύτερη της µέσης τιµής κατά το 36,8% του
χρόνου.
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Σε κάποια δεδοµένη χρονική στιγµή P έχει τιµή διάφορη από τη µέση της τιµή. Ποια είναι η
πιθανότητα η λαµβανόµενη ισχύς να είναι µεγαλύτερη από τη ισχύ που λαµβάνει κατά µέσο

όρο;
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Rayleigh τυχαία µεταβλητή

για πραγµατικούς αριθµούς a και b για του οποίους ισχύει –∞ < a < ∞ και b > 0.

Αυτή η τυχαία µεταβλητή έχει πολλές εφαρµογές στα κανάλια επικοινωνίας τα οποία

παρουσιάζουν διαλείψεις. Επίσης περιγράφει την περιβάλλουσα του θορύβου όταν αυτός

διέρχεται από bandpassφίλτρα. Επίσης βρίσκει εφαρµογή στην ανάλυση των λαθών στα

συστήµατα µέτρησης
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Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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όπου λ ονοµάζεται ρυθµός της διαδικασίας (rate of the process). 

Poisson Τυχαία ∆ιαδικασία
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Η µέση τιµή και η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής είναι
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και η µέση τιµή του τετραγώνου της τυχαίας διαδικασίας είναι
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H αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας διαδικασίας είναι



Η χρονική στιγµή που πραγµατοποιείται ένα γεγονός αντιστοιχεί σε ένα σηµείο στον άξονα

των χρόνων. Έχουµε λοιπόν τη γραφική παράσταση

t1t 2t 3t 4t 5t

Οι τυχαίες χρονικές στιγµές κατά τις οποίες

πραγµατοποιούνται και διακόπτονται τηλεφωνικές

κλήσεις οι οποίες δηµιουργούν την τυχαία

διαδικασία

6t 7t 8t 9t 10t

0 1t 2t 3t 4t 5t
t

Ένα δείγµα συνάρτησης της διακριτής τυχαίας

διαδικασίας Poisson -

Αριθµός εξυπηρετού-
µενων συνδροµητών

Μέγιστος αριθµός εξυπηρετούµενων συνδροµητών

6t 7t 8t 9t 10t

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση x(t) που παριστάνει τον αριθµό των εξυπηρετούµενων

συνδροµητών αυξάνεται κατά ένα για κάθε νέα τηλεφωνική κλήση και ελαττώνεται επίσης

κατά ένα όταν µία κλήση τελειώνει.
Η ένταση της κίνησης για χρονικό διάστηµα T είναι

==== ∫ sdttx
T

a
T

λ
µ
λ

0

)(1 µέσος ρυθµός άφιξης × µέσος χρόνος κατάληψης
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Πολλαπλές Συναρτήσεις Πολλαπλών Τυχαίων Μεταβλητών
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και στα σηµεία αυτά η ορίζουσα του Jacobianπίνακα
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η συνδυασµένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι
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όπου {xi, yi} είναι ένα αριθµήσιµο πλήθος λύσεων του συστήµατος
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Οι συνδυασµένες Gaussian ή δικανονικές τυχαίες µεταβλητές X και Y ορίζονται από τη

συνδυασµένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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Συνδυασµένεc Gaussian Τυχαίες Μεταβλητές
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Όταν οι δύο τυχαίες µεταβλητές X και Y κατανέµονται σύµφωνα µε την δικανονική κατανοµή

τότε η κατανοµή κάθε µίας από αυτές fX(x) και fY(y) και οι υποσυνθήκη πυκνότητες

πιθανότητας fX|Y(x|y) και fY|X(y|x) είναι Gaussianκατανοµές. 

Η ιδιότητα αυτή είναι η κύρια διαφορά µεταξύ δύο συνδυασµένα Gaussian τυχαίων
µεταβλητών και δύο τυχαίων µεταβλητών η κάθε µία από τις οποίες έχει Gaussianκατανοµή. 

Αν οι X και Y είναι συνδυασµένες Gaussianτης πιο πάνω µορφής, τότε, η X είναι Gaussianµε
µέση τιµή m1 και διακύµανση σ1

2,  και η Y είναι Gaussianµε µέση τιµή m2 και διακύµανση σ2
2, 

ο δε συντελεστής συσχέτισης µεταξύ των X και Y είναι ρ.
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Ο ορισµός των δύο συνδυασµένων Gaussian τυχαίων µεταβλητών µπορεί να επεκταθεί σε n

τυχαίες µεταβλητές X1, X2, …, Xn.
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και ο αντίστροφος πίνακας είναι

τελικά
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Αθροίσµατα Τυχαίων Μεταβλητών

Ο νόµος των µεγάλων αριθµών και το θεώρηµα του κεντρικού ορίου αποτελούν µια ακριβή

διατύπωση του διαισθητικού αυτού γεγονότος.

Αν έχουµε µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών (X1, X2, …, Xn), που έχουν βασικά τις ίδιες

ιδιότητες, τότε αναµένεται ότι η µέση τιµή

να συµπεριφέρεται “λιγότερο τυχαία”, από κάθε Xi.

∑= iXY 1
n 1=i

n

Αυτό σηµαίνει ότι η µέση τιµή του αθροίσµατος συγκλίνει (ως προς την πιθανότητα) στην
αναµενόµενη τιµή.

Ο ασθενής νόµος των µεγάλων αριθµών δηλώνει ότι αν οι τυχαίες µεταβλητές X1, X2, … ,Xn

είναι ασυσχέτιστες µε την ίδια µέση τιµή mX και διακύµανση σX
2 < ∞, τότε για κάθε ε > 0, 

( ) 0 ||lim =>−∞→ εXn mYP
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Το θεώρηµα του κεντρικού ορίου όχι µόνο διατυπώνει τη σύγκλιση της αναµενόµενης τιµής

προς τη µέση τιµή αλλά επίσης δίνει κάποια πληροφορία για την κατανοµή του µέσου αυτού

όρου. 

συγκλίνει στην αθροιστική συνάρτηση κατανοµής µίας Gaussianτυχαίας µεταβλητής µε µέση
τιµή 0 και διακύµανση 1, 

Το θεώρηµα αυτό δηλώνει ότι αν είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές X1, X2, … ,Xn είναι

ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε αναµενόµενες τιµές m1, m2, … ,mn και διακυµάνσεις σ1
2, 

σ2
2, … ,σn

2 , τότε η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής

∑=Y n
1 mX −i i

σ i1=i

n

Plim
∞→n

≤a b≤mS −n n

nσ e=
π2
1 u

2
2

du
a

b

όπου Sn = X1+X2+ … +Xn,  (n=1,2,3,…) τυχαία διαδικασία µε µέση τιµή mn= m1+m2+ … +mn

δηλαδή συµπεριφέρεται ασυµπτωτικά σαν κανονική µεταβλητή. Με

άλλα λόγια ισχύει
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Στην ειδική περίπτωση στην οποία οι Xi είναι ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες

(independent and identically distributed-i.i.d.) το θεώρηµα του κεντρικού ορίου λέει ότι η

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της

συγκλίνει στην αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της µιας Gaussian τυχαίας µεταβλητής µε

µέση τιµή mκαι διακύµανση σ2/n, N(m, σ2/n).

∑=Y 1 Xi
1=i

n

n

Για να ισχύει το θεώρηµα του κεντρικού ορίου, πρέπει οι τυχαίες µεταβλητές να είναι

ανεξάρτητες, ενώ ο νόµος των µεγάλων αριθµών ισχύει κάτω από λιγότερο περιοριστικές

συνθήκες, δηλαδή, της µη συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών.


